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宇宙背景輻射の中．の
　　　　　電子ガスのエネルギー損失率
佐　藤　　　通
§1　はじめに
宇宙背景卿（C・smi・。Back・・。・・dRadiati・・；CBRと略禾午！には・←ば
しは形容的に“fossiユ”　（化石）という文字が付される。事実，CBRは木古
の宇宙の情報をわれわれに伝える貴重な化石である。この場合の“太古’’と
は赤方偏移がz～1000の時期，宇宙温度が約3000度まで冷えてイオンがいっ
せいに再結合（中性化）した時期にあた孔イオンの中性化によ？て物質と
光の相互作用（吸収・散乱）の効率は激減するので，それ以降，一一千宙窄間は
光に対して基本的に透明になる。これを比喩的に宇宙の「晴れ↓ゲり」と呼
’ぶ。それまで物質と熱的に平衡していた光カ㍉晴れ上がり時期の情報辛保持
　　　　　　　　（ユ〕しつつ，ほぼ無傷でわれわれに届き，現在“fossi！”CB具として観測される。
数年前，探査衛星“COBE”がこの時期の物質のゆらぎの空間的スケールと
振幅に関する重要な知見をもたらしたことは記憶に新しい。
　だがCBRは化石（情報のメッセンジャー）であるだけでなく，晴れ上が
り後の宇宙において物質にさまざまな熱的・ヵ学的作用．を及ぼす“現役”の
働き手でもある。われわれの宇宙においてCBRと物質の熱容景の比は非常
（1）ただし宇宙が（2～5の時期までに）「再電離」したとする説は，再電離したガスとの相
互作用のためにCBRが晴れ上がり期の情報の一部（ゆらぎのスペクトルなど）を失っている
と主張する。この問題は構造形成の初期条件を定める上でも重要であるが，議論は進行中であ
る。
　　　　　　　　　　　　　　　（41）
　　　　　　　　　　　（2）に大きな値（～10目）であ孔このためCBRは，第一に，物質の熱エネル
ギー（温度）をコントロールする巨大な“熱浴”として機能するらこれは以
前から，一局所的に芦温になっ次電離ガスに対する「コンプトン冷却」作用と
して知られている。第二に，電離ガスの巨視的運動はCBRによって散逸さ
せられるので，CBRは物質の運動にとって強い抵抗媒質として機能する。
物質は一一CBRという一一“粘っこい”媒質の中に浸っている。これに関して最近，
次のような研究がなされた。遠方の活動銀河の中心に巨大ブラックホール
（太陽質量の約10壇倍）があるらしいことが観測的に有力になっている。ブ
ラックホールが初期段階に（遠方とは初期を意味する）ここまで巨大化する
ためには周囲からガスを効率よく供給しなければならない。だが周囲のガス
は回転の角運動量を持つのでブラックホールヘの落下が著しく妨げられる。
梅本たちは，回転するガスが等方なCBRから抵抗力（Compton　drag）を
受けて角運動量を失うことを考慮すると，この落下が可能であることを数値
　　　　　（茗〕計算で示した。
　C官Rが持っこ」ういう一“力学的”能力は，晴れ上がり後の「構造形成」の
諸問題との関連で，もっと注目されてもよい。例えば，構造形成はガスの重
力的落下運動を中心とする物質の巨視的運動だが，これに関与するCBRの
力学的側面は等閑視されていないだろうか。
　ガスの運動に対するCBRの一“阻止能’’（s七〇pping　power）は輻射と荷電
粒子（電子）とのエネルギー交換に由来す乱このエネルギー交換率は従来
から「コンプトン冷却率」として知られており，上記の梅本たちの論文もこ
の表式を利用して“Compt㎝drag”の大きさを評価している。この表式は
電子ガスを非相対論的とした扱いであ乱多くの場合はそれで十分だが，C
（2）だからCBRが物質から受ける熱的反作用は100坦倍に薄められ，CBRにほとんど痕跡を
残さない。このためCBRが無傷に近い化石であることと（晴れ上がり後に）物質に作用を及
ぼし得ることとが両立する。
（3）Umemura．M．and　Fukue，J．，Publ．A畠tron．Soo．Japan．1994，46，567．／Umomura，M．，et
畠1．．1993，Astrophys．J．419，468．
　　　　　　　　　　　　　　（42）
B　Rの役割を幅広い局面で検討したいときは，この制限なしに適用できるな
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（一〕るべく一般的なエネルギー交換率の表式が望まれ孔
　本稿は，その表式を得るために“大昔”の「クライン・仁科の式」（1929
年）から出発して黒体輻射の中での電子ガスのエネルギー・ロス率を計算し
た結果の報告である。いろんな場合に適用できるように，最終結果を可変パ
ラメータ（CBR温度と電子ガス速度または温度）でexp1icitに表示するこ
とを目標にした。そのため途中から近似計算に移ることを余儀なくされたが，
誤差の評価（→Appendix　D）を通じて，近似は良好であるとの感触を持っ
ている。基礎課程（光子と電子とのコンプトン散乱）は分かっているので，
この論文の実質的内容は積分の実行である。§2で初等的な素描を行い，§
3で問題を定式化し，§4で積分を実行する。枚数制限の都合上，最終結果
を表示した所で言己述を終わることにし，得られた結果に関する議論や数値例
は省略した。なお，計算の詳細はその主なものだけを末尾のAppendix　A～
Eに示した。
§2　簡単な導出
　電子がコンプトン過程で運動エネルギーを失うタイムスケールは，次のよ
うな初等的な素描からでも概算することができる。
　エネルギー密度σの等方な黒体輻射場（光子の集まり）があ乱光子1
個あたりの平均エネルギーをεとおくと光子1個あたりの平均運動量はε／
cである（cは光速度）。その中にある1個の電子を考える。電子が静止し
ていれば，これらの光子が平均的に等方にやってきて「トムソン散乱」の断
面積σ。で衝突し，再び平均的に等方に跳ね返される。電子は衝突のたびに
光子に“こずき回されて”ランダムに運動するが，長時間平均すればその位
（4）相対論的な電子ガスの場合については，例えばGuilbert，P．W，and　Fabian，A．C．，ユ986．
Mon．Not．R．a昌tr．Soc．220，439．が扱ってい私本稿と比べるとこれは主要な1項だけを
取り出した近似に相当する。
（43）
置は“静止’r・・レたままである。
　電子がある向きに速度Uで運動しているとする．。β＝U／Cとおいて，上
の描像に対する変更をβの1次の効果（非相対論的）幸で考慮す・る。電子の
静止系から見ると「ドプラー効果」のために輻射場は非等方になり，光子の
平均運動量は，．電子の運動方向では（1＋β）倍，運動の反対方向では（1山
β）倍になる。その差をとると，静止した電子に平均運動量2βε／cの光
子が衝突してくるのと同じである。ここで粗く，衝突後の光子が衝突前と正
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5〕反対の方向（散乱角180度）に同じ運動量で跳ね飛ばされると近似すると，
電子が光子からもらう反跳運動量は4βε／cである。衝突断面積はトムソ
ン散乱のそれσ。としてよい。光子の速度はC，光子の平均個数密度はσ／
εだから（個数密度の変更はβ呈のオーダーなgでこれを無視する），1個
の電子が単位時間あたりに輻射場から受ける反跳運動量は，
　　（4βε／c）・σT・c・（σ／ε）＝4βσTσ≡μU
である。ただし，μ＝4σ、σ／cである。この反跳運動量の値はもとあ座標系
に移しても同じである（変更は2次のオーダー）。これは電子（の運動の反
対方向）に働く抵抗力に他ならない。すると，電子の運動を古典的に考えて，
その運動方程式は
　　　　　　do　　　　　伽壇■＝■μ”　　　　　　dC
であり（m出は電子質量），その解
　　　　　〃＝〃。・exp［一（μ／m畠）C］
から，電子が運動エネルギーを失うタイムスケールは
　　　　　一τ＝m／μ＝m邊。／（4σTσ）
となる。係数都分（“1／4”）を除けば，この表式は第ゼロ近似として正し
　（5）電子の静止系（実験室系）で，光子の衝突前後の運動量を此，此’とし，光子の散乱角をθ
　とすると，エネルギー・運動量保存則から（万＝c＝1の単位で）
　　　　ん㌧此／［1＋（此／吻。）（1一・・Sθ）］
　輻射場が超高温でないかぎり此／伽目《工だから，散乱角θの値によらずほぼκ㌧κである。
　つまり，電子静止系で見て，光子の運動量は衝突前後でほぼ等しい。
（44）
い。上のような簡単な考察からこれが得られることはちょっとした驚きであ
る。もちろ．ん電子が相対論的になるとこの単純化は無効になる。
§3　問題の定式化
（i）単位系と座標系
　本稿では物理量の単位は‘‘相対論単位”つまり施…c＝1であるような単
位系をとる（庖はプランク定数尻を2πで割ったもの，cは光速度）。また空
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（垣〕間に固定した座標系をここでは‘‘基準系’’と仮称し，以下で特に断らない場
合は座標系は基準系である。
　素過程は1個の電子と1個の光子との衝突である。衝突前の電子と光子の
　　　　　　　　　　　　　」　」　　　　（7〕運動量ベクトルをそれぞれρ，冶とする。あるいは4元運動量ベクトルの形
式でそれぞれを，
　　　　　〆〕＝（且ρ），　ポ〕＝（為，為）
と書く。それぞれの第1成分田，治は電子と一光子のエネルギーであり，これ
らはその運動量と次のように関係している；
　　　　　卜（〆十m2）1／2一榊ト1τ1
ただしηは電子質量であり，ローレンツ因子γは（衝突前の）電子の速度
ベクトルαの大きさを“（＜1）として，
　　　　　　　　　1　　、宮〕γ1マ　（≧1）
である。なお以降では随所で（衝突前の）為の代わりに，次で定義される無
次元パラメータqを使う。
　　　　　g≡κ／（mγ）
（6）膨張宇宙空間に固定した共動座標系のこと。この系の任意の位置でCBR（宇宙背景輻射）
は一様等方な黒体輻射であるとす乱ただし，考える素過程のタイムスケールは宇宙膨張のタ
イムスケールに比べて無視できるほど短いので，（一般相対論的な）時空変イビを考慮した定式
化は行わない。
（7）本稿では3次元ベクトルを上に“矢取をつけて表す。
（8）力＝刎mの関係がある。その’体積｝要素は次の式で与えられる：
　　　　　　　　　　　め＝刎ヨγ5d3r4榊コγ（γ！一1）1ノ宮dγ．
（45）
また，衝突後の物理量はそれぞれにダッシュをつけて，
　　　　　〆（4〕＝（以ア），　ん’（4〕＝（ポア）
と表す。衝突前の電子に固定した座標系を“実験室系’’と呼び，この系での
物理量にはすべて下添字“0”をつけることにする。実験室系での衝突後の
量はさらにダッシュをつけて，例えば衝突後の電子と光子は
　　　　　ク言（4」（亙㍑言），　ん；（4」（κκ名）
と表す。
（ii）フリー・パラメータ
　基準系に戻る。衝突前のρと治を固定したとき，衝突後の6個のパラメー
タアと7のうち4個がエネルギー・運動量保存則〆4〕十ん（4」〆（4〕十ん’（4〕
の4つの関係式で拘束されるから，2個がフリー・パラメータとして残る。
保存量である重心運動量ベクトルカ十んの方向を極として，衝突後の光子ベ
クトルん’の．‘極月’’と“方位角”をこれにあてるのが自然であ孔衝突微
分断面積と衝突による電子の（＝光子の）エネルギー変化量は，この2つの
フリー・パラメータに依存する形にな乱後述するように“極月”はエネル
ギー変化率ん’／κで一意的に表せるので，われわれは独立なフリー・パラ
メータとして次の2つを選ぶことにする（ダッシュをっけないがどちらも衝
突後の量である）；
　μ≡κ’／ん，　茗≡衝突後の光子運動量ベクトルパの方位角
衝突後の諸量はどれもこの2つのパラメータッ，zで表すことができる。
（血）衝突回数
　基準系での（衝突前の）速度がそれぞれmlとm2である粒子群どうしが，
単位時間・単位体積あたりに衝突する回数△wは，実験室系での両者の衝突
微分断面積△σoを使って，
　　　　　△M一△σ。・［（万一石）しσ1×務）21・・1・。
（46）
　　　　て日〕と表される。ただし，ml，m2は基準系でのそれぞれの粒子の（それぞれの
速度に対応する）個数密度である。両粒子を電子と光子とすると，その速度
ベクトルはそれぞれ〃と単位ベクトルだから，
　　　　　△jV＝△σo・（1一〃・cosθ）・m　lm2
となる。ただしθは両速度ベクトルのなす角度，言い換えると（基準系での
衝突前の）電子の運動量ベクトルカと光子の運動量ベクトルんとのなす角度
である。
（iV）衝突微分断面積△σOをフリー・パラメータμ，急で表す
　実験室系での△σoは「クライン＆仁科の式」（1929年）として知られてい
る。その表式を（実験室系での）光子の衝突前後の波数ん。，κ；で表示する
と5
　　　　　△σo＝（γξ／2）（κ；／κo）2・Φ（ん。，κき）・dΩ言・
　　（／0〕　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」となる。ただし花は電子の古典的半径（＝召2／m），dΩるはベクトルκの
（実験室系での）立体角要素であり，また
　　　　　Φ（い1）一篶・ll・（景一景）・（景刊　（1）
である。
　以下で△σoを基準系でのフリー・パラメータv，2によって表す手順を書
いておく。まず△σoの中の実験室系の諸量を「ローレンツ変換」で基準系の
量（下添字“0”のない量）に変える。波数ん。，ん；は
　　　　　κ。＝γκ（11・…θ）　　　　　　・　一　（2）
　　　　　ん1＝枇’（11・・osθ’）士γκ・μ（1－m・cosθ’）　　　　（2’）
と変換される。ここでθ’はクとん’とのなす角度であり，後述するようにv，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ll）2で表される。また力・棚・dΩがローレンツ変換に対する不変量　　（力，
　（9）ランダウ・リフジッツ『場の古典論』第6版，§12（東京図書）
　（10）電子と光子の偏りには関心がないので，どちらの偏りにっいても平均化（衝突前）一と和
　（衝突後）をとったものである。
　（1ユ）ランダウ・リフシジン『場の古典論』第6版，§10（東京図書）
　　　　　　　　　　　　　　　（47）
亙，・δΩはそれぞれ粒子の運動量の大きさ，エネルギー，運動量方向の立体
角要素）一であ．ることを利用して，これを実弾室系と基準系での（衝突後
の）光子運動量ヘクトルκε，κ’に適用すると，
　　　　　ん＝ε・dκ二・dΩ二＝ん’・dκ’・dΩ’
となるから式（2’）を使って，
　　　　　dΩ言＝γ皿2・（1一一か一COSθ’）’2・dΩ’
　　　　　　　　　　」　　＾　　　　　　　　　　（旭〕となる。右辺のdΩ’はρ十κを極軸としてその極月と方位角を／，zとす
ると
　　　　　dΩ’＝d（COSκ’）・d2
である二残一るはθ’，。κ’をψ，2で表示することである。
　まず。osθ’は方位角2を使って次式で表される（Appendix　A）；
　　　　　・。・θ’一・岬・…λL・i・α・・i・λ’・・i・・　　　　（3）
ただしαは力十κと力とのなす角度であり，一g＝1ρ十ん1／（mγ）として
　　　　　cOsα＝（m＋9’cOsθ）／g　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
　　　　　9＝（q2＋α2＋2q・・…θ）v2　　一　　　　　（5）
で表される。また極月κ’はパラメータμと次の関係がある（Appendix　B）
　　　　　　　。　　q＋1　　1－m・cosθ　　1　　　　　cosλ＝　　　　　　一　　　　　　　　（6）　　　　　　　　　　9　　　　　9　　　　μ
　　　　　．’ld（co・κ’）＝［（1一・・cosθ）／91・μ一2・吻
　以上から，望む結果が次式で得られ名；
　　　　　叶（参）、（1．、1、。、、）Φ（弘・）肋　　（・）
ここでΦ（ψ，2）は，式（1）のΦ（κo，ん；）において，その中のκ言を式（2’）
～（7）を使ってμ，2で表し，かっん。を式（2）を使って衝突前の量で表し
たものである。
（ユ2）上の△σo2表式は立体角要素dΩ舌の極方向をん。にしてい乱従って・基準系での立体色要
素dΩ’ぱ，この此。（＝実験室系での重心運動量ベクトル）を基準系に「ローレンツ変換」した重
心運動量ベクトルρ十此を極方向にしたものである。
（48）
（V）エネルギー・ロス率の（積分前の）表示
　！個の電子が1個の光子との（三回の）衝突で失うエネルギーは
　　　　　万一五’＝．κ’一κ一＝κ（μ一1）・＝mγσ（V－1）
だから，運動量一［ク，力十めコの電子群が運動量［κ，κ十がκコ」の．光子群と
の衝突によって単位時間・単位体積あたりに朱。うエネルギー（平．ネルギー・
ローX率）は
　　　　　（五一亙’）・△w
　　　　　＝mγσ（μ一1）・△σo・（1一〃・cosθ）・m1n2
であ乱個数密度m1，m2を電子と光子の分布関数瓦（力），耳（κ）で表すと，
　　　　　・1一職）・・3力；∫∬職・・テ㍉
　　　　　・バ（κ）・・3ん；∫∬耳（舳τ㍉
である（m邊，m、は基準系での電子と光子の個数密度）。式」（7）’ﾆこれを代入
す之と，積分する前の工一ネルギー一・oス率が，
　　　　　ム（ク，伝μ，尾）・d争・d3κ・吻・dZ
　　　　　一（各）q（Vテ1）・（弘・）炊瓦（万ふ（版
で与えられる。これ以降は，
　　衝突後のパラメータに関する積分；∫ポ∫・・
　　衝突前のパラメータに関する積か∬∫み∫∬酢
を順次実行すれば，輻射場の中の電子ガスの（単位体積・単位時間あたりの）
エネルギー・ロス率ムの完全な表式を得るこξができる。
な牟。積分∬榊を実行した段階で，運動量ベク／／／がそれぞれ
力，んである。 “単色”の電子ガスと．“単色”の光子ガスどうしの衝突によ
るエネルギー・ロス率が得ら札これにさら11積分∬∫πを実行する
と，黒体車中射場の中を走亭運動量↑クトルρの“単色”．の電子ガスのエネル
ギー・ロス率が，それぞれ副産物として得られる。（対応する分布関数をデ
ルタ関数にすればよい）。
（49）
　　　　　　　　　　§4　計算（積分の実行）
上記の4種類の積分のうち，積分結果が初等関数で表せるのは初めの2つ
だけ（z積分とψ積分）セある。その後は級数展開による近似計算を行う。一
ここでは計算過程の詳細は省略し，一チ．エ．ック用にフォロ・一するとき道筋が分
かる程度の概要を記しておく。
（i）2についての積分
　一§3（iv）の末尾で述べたΦ（μ，z）だけが2の関数である。この依存性はΦ
の中のんきが式（3）の。osθ’を通じて，卒のように三に依存することによる；
　　　　　κ；一m伽・（α十う・・i・尾）
ただし，α，あは式（2’）（3）から
　　　　　α…11・・。・α・…κ’，．峠…i・α・・ipκ’　　（8）
である（α＞1あ1）。Φ（μ，2）を急〒［0，2π］で積分した結果は，次の初
等関数になる；
・（・）≡∬一Φ（挑・）・ぬ
　　一・π・［ん1・岬・ん・・ヅ1・（α2－12）一’／2・乍・・4…2・α・（α2－12！－3／21
ただし
　　　　　C≡　1一〃・cosθ　　　　（＞0）
として，
　　　ん1≡（γ2％）一2＋2（γ切L’
　　　乃。≡広一’
　　　乃。；二2（γ2g）I’十1－2（γ2σ）』2・ゲ1
　　　乃。≡（γ2g）■2
である。ここで尻、～ん、はμによらないが，σ，あは式一 i6）の〆を通じそμの
関数であることに注意する。
（50）
（ii）μについての積分
式（6）で与えられたVと極月Z’（0≦Z’≦÷）の関係；
　　　　　μ＝C／［（q＋1）一9・COSλ’］
において（q＋1）＞g＞Oが確かめられるから・〃の範囲は［μ1・リ2コとな
る。ただし
　　　　　μ1，。≡C／［（σ十1）±9］　　　　　　　　　（一9）
である。リに依存する部分一（μ一1）・G（〃）をこの範囲で積分する；
　　　　　γ≡∫：1（リー1）G（μ）・吻
G（〃）の中のα，α2一あ2は式（8）（6）を使って’でexp！icitに表とれる。
　　　　　　　　　　　　（旭〕例えば後者は次のようになる；
　　　　　αしわ2＝λ［（μ十3）2＋Cコ／が
　　　　　　　λ≡q2戸／92
　　　　　　　－3≡（1一γ2τ）／（σγ2c）
　　　　　　　C≡［m2一（1－f）21／（σ2γ2戸）
　ψ積分そのものは初等的だが，労力の大半は積分しナこ結果をコシパクトな
形に整理することに費やされる。積分結果の中で。はγ2cの形でのみ現れ
るので，新しいパラメータmと関数Qを，
　　　ω；≡γ2サ＝γ2（1－m・cosθ）
　　　Q＝γ2［（q＋1）2－92コ＝2σγ2士十1＝2ωq＋1
　　　　（14）と定義して，整理した結果を書き下す。
　　　〃≡γ／（2πg）≡∬1＋∬2・1nQ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）
・凪一音一（1・；去）÷・（島嘉）ナ
（13）λ、月、Cは♂一あヨに式（8）と式（6）を代入して整理したもの二このとき式（4）を使っ七
　早を消去してあ乱結果は予揮外にコンパクトな形にまとめられた。なお・〃積分した後．の式
　を再整理する際には次の蘭係式が有用（添字・1，2・と符号・士・とは剛順）；
　　　［（ψ．．三十B）呈十Cl’／ヨ1、．，（1±川舳）／π
　ここで〃1、坦は式（9）で定義されたものである。
（14）運動学的不変量のひとつをs一（力ω十κω）！として，Qの中のω口は（s呈一m坦）／2m2
　に等しい。
　　　　　　　　　　　　　　　　（51）
　　　・（、』3｝）★・（1島8｝）赤
　　　一（、長1土・）、如
・馬一一1・（1・÷）÷一（三品）ナー（三岳）ナ
　関数∬は衝突前の，光子のエネルギー（波数）σ，電子の速さ〃，光子と
電子の運動量ベクトルのなす角度θ，の3つだけ1…依存する量である。衝突
後のフリー・パラメータは積分されて消えている。
　この段階で，エネルギー・ロス率は
　　　工（ρ，ん）・め・d3κ
　　　＝（榊2m／γ）・g∬・耳（κ）庶・4（力）め
と書ける。この副産物として，ともに方向の定まった‘‘単色’’の電子ビーム
（運動量力）と光子ビーム（運動量κ）とが，任意の角度θで衝突するとき，
つまり，
　　　4（力1）＝．m繧・δ（ク1一力），　　4（κ1）＝m、・δ（κ1一ん）
のとき（m。，m、は基準系でのそれぞれの個数密度，δはディラックのデルタ
関数），電予ビームのエネルギー・ロス率の厳密な表式が
　　　ム（力，ん）＝（靴2m・百・、／γ）・ψ
　　　　　05〕で与えられ乱　両ビームのなす角度θによって，電子ビームがエネルギー
を失うか（ム＞O）得るか（工くO）が異なる。光子が低エネルギー（ρ《1）で
あるとして，上式でgの最低次数をとると，
　　　研＝（8／3）9・ω（ω一1）
だから五の正負が逆転する境目はω＝1である。境目の角度θ＝cosI’α
1寺，電子が低速（m《1）のとさは～π／2だが，例えば電子速度がm＝1／2
（光速の半分）のときは＝π／3だから，斜め後方から“追いかけて”くる
（15）普通の単位系に戻るには。を光速，庖をプランク定数（を2πで割ったもの）として，パ
　ラメータロ，四をそれぞれん／（moγ），砒／oに変え，また，この係数部分幸m！伽3腕μ、／γに変
　えればよい。
　　　　　　　　　　　　　　　　（52）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（蝸〕光子と衝突しそも電子はエネルギーを失う。・クの2一次の項までとると，境目
の角度はもっと小さくなってdoS■1m一（g／〃）となることが分かる。
　　　　　　　　　　　　　　　　　＾　　」　　　　　　　　　　o7〕（血）光子と電子の運動量ベクトルん，ヵについての積分
τ，zをそれぞれ光子ガス（黒体輻射）と電子ガスの温度として
　　　β、≡刎／τ，一　β直≡m／Z
と定義する。残亭積分はπ＝κ／月として（∴σ＝β二1γ一1エ）
　　　柵辰・4≠2。、。（、。、θ）
　　　　　　　　　2π　　e－1
　　　　　　　　＿m、τ3　　1　　π至
　　　　　　　　一　　2・　　　　　　d地∫　　　　　　　　　2π　正丁・工一
　　　孔（カ所一血γ杯丁・。。p（一β。γ）・dγ
　　　　　　　　　D
についての積分である（Dは規格化定数）。ただし後の積分の便宜のために
角度θのかわりに変数∫＝γ（1一ω・cosθ）を使用した（．二．ω＝γs）。
整理すると
　　　工（力，庇）・め・d3ト［伽・μグ／（2πの）1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π2　　　　　　　　　　　　　　　×σH　工　　dπ・dS・exp（一β。γ）・dγ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ一1
となる。それぞれの変数の積分範囲は
　　　”＝［0，ooコ，　　8・＝1こexp（一。osh－1γ），　e妄p（cosh一γ）］，
　　　γ＝［1，。。］
である。
　σ∬の中のQ＝2m＋1はQ－1，Q皿2，Q－3，ln　Qの形で現れる。
そこで
　　　γT＜β〆／4　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　　　　　　（11）
（16）光子ビームを風にたとえると，　’常識的’センスでは向かい風（θ＞π／2）のとき電子
はエネルギーを失い，追い風（θ＜π／2）ではエネルギーを得乱相対論的効果のためにこ
の境目の角度。os－1θがπ／2よりも小さくなっている。
（！7）この積分には初等関数で表せないものが多く含まれる。一例を挙げれば式（ユO）の
凋王・㎞Qの中のある項を角度変数d（cosθ）で積分するとき。≠0として∫［ln（工十〇）／f］枕の
形の積分になる。
　　　　　　　　　　　　　　　（53）
の範囲では2ωq±2β「lsπ＜4β71戦くユだから，．これらを2岬で幕級数
展開すること一が出来る。．展開してエ．の同幕項で整理した結果のq〃を次の形
に書いておく（負幕の項と定数項は消える！）；
・吋三（一1ヅ・（・山・／m去’叫・m去2・・ll／
係数軌，Kは（後述の係数λ冊，3”とともに）Appendix　Cに記してあるが
〃》1で㏄mとなる有理数である。
　変数sの変域は級数の収束条件（11）と無関係だから，まずこの積分を行
う。結果は
　　　姐一三（一1）1…’肌（γ）・（2β7’π）1　　　　　　（12）
　　　　　〃＝1
　　　㎎（γ）≡叫・・i・hl（・十1）・o・h■1・γ1
　　　　　　　　　　　＋K・γ・sinh｛（m＋2）cosh－1γ｝
　　（1目）となる。”とγは変数分離された形になっている。
　この表式が有効であるための条件（11）と抵触しないように”とγについ
ての積分を工夫する。宇宙の‘‘晴れ上がり”・後は輻射温度は一τ＜3000Kだ
から（m貨6・109K）
　　　　　β、≡m／η＞2・106
　　（lo）である。十分に大き・な定数ξ，ηを次のよう」に定義する；
　　　　　ξ勿≡β、／4　　　　　．一．　ξη＞5・105
積分変数（”，γ）の範囲を，
　　　領域A；”＝［O，ξ］とγ＝［1，η］　の積集合
　　　領域B；”＝［ξ，。。］とγ＝［η，。。コの和集合
に分ける。条件（11）を満たすのは領域Aである。AppendixDで示したよう
に，領域Bでの積分値の上限はξ伽η刊．（m，m＝2～5）にe一ξ，ゼηを掛け
（18）〃→ooのときこのsinhの項はどちらも→γ掘になる。．
（ユ9）赤方偏移動としてη＝30oO［（1＋2）／1Oヨ］だから，β、はβ、＝2・IO眉［（五十2）／103］一1
である。よってβ、は塒間・2とともに・晴れ」二がり・．時点での値（＝2・lO拮）よりも増大する。
（54）
たオーダーにな一 閨Cξ，ηを十分に大きくとればこれを無視するこ．とが・出来
る。
　領域Aでは級数（12）を項別積分してよ一い。”二［O…一ξ］につ一いての積。分に
際して級数の第m項の被積分関数・〆十2／（eし1）一ﾙ劣が大き一いと、き㌃～mで
ピークを持ち・そ？両側下減衰す予。そこでξに近．い大きな整数を払（＝
ξとしてよい）と定義し，級数を以下の3つのグループに分け乱
　　　M　　　　　　　M’　　　　　　。。
　　　Σ≡≡巧，　Σ≡易，　Σ戸易　　閉＝1　　　　m＝M　　．　閉＝M
ただしM，一l’はM。を間に挟む大きな整数であり，ヒこでぽ近似め糖度を
評価するために具体的にM＝（1／2）〃。，M’㌧（3／2）ル。と決めそおく
（M㌧M’》1）。ヒれら巧，易，易は，ピークの位置が積分境界ξあ十会内側
にある項，境界の前後にある項，境界を越えて十分遠方にある項，をそれぞ
㍗集めたもので狐A・…d’・Dで示し午よ戸に・．．ξ＞1と叫・・竿域
AでH二舳の積分値g上限！＝ユ．δつ・、および領域倉でのもと㍗歯咋
（10）のgH）あ積分値の上限（＝ε）は，どれも領域Aでの月の積分値の
下限（＝△）に比べて微小な値になる。；
　　　　　△）＞ε）＞6）＞δ’
しかもξ土20～40程度にとればこれが可能である（このときあ一～10～）。つ
まり級数巧の項数M（＝ξ／2）、をせいぜい”＝10∴20項ほどにするだけで良
好な近似午なる。従ってわれわれは”，γに関する積分を〒有限級数月の領
域Aでの積分値で代用することにする二
　月のπ積分は　　（各項のピークの位置が積分境界ξに比べて十分小さい
から）　　積分範囲を〔O，。。］としてもかまわない。積分結果は次のよう
になる；
　　　　M　　一Σ （皿2β∴1）蜆（m＋2）！ζ（m＋3）W；（γ）．　　　　　　　　　　　　　　　　（13）
　　　n＝正
（55）
　　　　　　　　　　　　　　　　　（里。〕ここでζはリーマー」ン’のツェータ関数である。
　なおこの段階で，黒体輻射の中にある任意の速度分布を持っ電子ガスのエ
ネルギー・ロス率が次めように書ける一；
　　　工（カ砺一価グ．’柵炉
　　　　　　　　　　2π　γ仔＝T
　　　　　　　　　　　M　　　　　　　　　　×Σ　（一2β71）蜆（m＋2）！ζ（m＋3）W；（γ）
　　　　　　　　　　〃＝1
この近似式が有効である範囲はγξ＜β／4つまり
　　　　　γ〈5・105／ξ
で中る用畔ξ～50．としたとき・・仮に電子ガスが相対論的（γ》1）であ・
ても．γ千104なら十分揮用すると考え下よい。
．最後に電子の．‘‘速度’’．γ＝［1，η］について積分す．る。．上述した分布関数
の規樟化定弊Dは，第三種modif手θ阜．Bes『e1甲数馬（z）宇使って
　　　D亡2β二2・K1（β芭）十β71・Ko（β。）
　　（ヨ1〕であ和積分範囲の上限を甲としてよドことをチェックしておく。〃が大き
い÷．き附）㏄〆十1・、だから・有限級数（13）の第㍗即被帯分関数は
m》1でγ蜆十1・eXp（一β。γ）であり，これはほぼγ～m／β埋にピークを持つ。
よって，ピークの最大位置M’／β邊がηに比べて小さいという条件M／β色（＝
ξ／2β｛）《ηを満たせばγ＝［↓，。。］についての積分で置亭換手てよ
い。これとξη＞5・105を組み合わせると，この条件は次のように書ける；
　　　　　瓦一㍗μ》（410昌）2．
これは電子ガスの温度に上限《m（103／ξ）2～6・1015?ﾌ」2［甲を課すが・
上述したように近似はξ～40程度ですでに十分良好だったから，こρ条件
はガスが極端な高温（～101千K）である場合を除いて満たされている。（そ
れにこういう高温ではコンプトン散乱は主要な過程ではなくなるから，本稿
の計算そのものが意味を失う）。
　（20）ξ（2）≡Σグ岳で定義される。2＝整数（≧2）のときぽほぼ～1ゐ程度の数である。
　　　　　此＝一　（21）ランダウ・リフジッツ『統計物理学』第3版，§38（岩波書店）。このDはK空（β坦）／β埋
　に等しい。
（56）
γについての積分は次のものを実行すればよい（ただし刎＝O，．1）二結果
とともに記す；（AppθndixE）
∬…（一息1）・γ一・・i・・［（・・1・・）・…一’ll・・1
－／：㍑1：1㍑）十、十、）βノ．㌫、（乱）コ1：薫；1：
これを使って最終的なエネルギー・ロス率は
　　　五（β邊，β、）＝〔ぜm・mμ色砂／（2πの）コ・Σ易
と表示される。ただし
　　　耳≡（一2β71）冊一1・（m＋2）！・ζ（m＋3）・一
　　　　　×［λ蜆・β71・κ冊十1（β邊）十3冊・β二2・K掘十2（β埋）］
であり，この数係数λ蜆，B祀はAppendix　Cに記してある。
　　　　　　　　　　　　　ApPendix（A）
　以下はすべて基準系での話である。ベクトルg…（力十ん）／伽γの方向を
極方向にし，これをλ軸とした適当な右手系（λ，3，C）軸をとる。この
座標系でベクトルκ’の極月と方位角をそれぞれκ’，2としたから，
　　　ん㌧ん二・e。十ん二・e。十κき・e。
　　　　亙一7・・。・7亙一κ’・・i・土’・・6・・
　　　　κ二＝た’・Sin　Z’・Sin9
である。ただしeλ，eB，ecはそれぞれλ，見C軸方向の単位ベクトルであ
る。
　ベクトルカをX軸方向にとりベクートルκを（π，2）平面内にとっても任意
性を失わない。するとベクトルgつまりλ軸は（立，2）平面内にあるから，
それと直交する3軸をv軸と一致するようにとれる。クとgのなす角度がαだっ
たから，右手系（λ，3，C）は右手系（エ，μ，2）を，μ軸を回転軸として，
（エ，2）平面内で角度αだけ回転したものである。一従って，エ方向の単位ベ
クトルをi、とすると，
　　　　　　　　　　　　　　　（57）
　　　可・1；；≒cosα，　　　萬・i；＝O，
　　　ec・i、＝cos［α十（π／2）］＝一sinα，
の関係がある。
　ベクルト．κ’のエ成分ん二は（力とκ’のなす角度がθ’だから）
　　　ん二＝・κ’・・、…κ’・・6・θ’・
である。一方，
　　　ん二一アモー（ん二石、十た扁B＋たら・毒）一｛
　　　　＝（e。・i互）・κ二十（e。・i、）・砧十（e。・i、）・砧
　　　　＝一C・Sα・κ二一・inα・κ♂一
　　　　＝κ’（COSα・COSλ’・」・さinα・Sihλ’・Sin急）’
よって
　　　　　COSθ！士COSα・COSZ’一Sinα・Sinλ’・Sin2
これが求めるものである。
　　　　　　　　　　　　ApPendix（B）。
　実験室系でのエネルギー運動量保存則クき（4〕＝〃〕十κ；4）一κ；（4〕の両辺を
2乗して整理すると一iθ6はκoとん≦とのなす角度）
　　ク；4〕1κ14Lκ1（4）1一κ14）・κ；（1）
　　　　舳（ん。一κ；）＝κ。κ1（1一・0Sθ1）
　　　　COSθ；÷1一例f．（1／κ舌）一（1／んb）］
4スカラー｛力（4〕十ん（4〕｝・ん’（4〕の基準系での値は
　　　　　（mγ十κ）κ’一（ア十万）・7i
　　　　　（mγ十ん）κ’1（mγ9）κ‘・COSλ’
同じく実験室系での値は
　　　　　（㎜十κo）κ；丁ん。・κる
　　　　　＝（刎十κ。）ん春一κ。κ1・．COS・θ1
　　　　　＝舳。
　　　　　　　　　　　　　　　（58）
この両者は等しい♂一そ．の等式にκO・・沸（1－COSθ），V；κ’／κ，σ＝。ん／．（mγ）
を代入して本文の式（6）が得られる。
ApPendix（C）
m≧1として
叫一、子、／（m一’誉m＋5）．1．、干、・、千、。、千、／
卜、子2／㌣一6≠、、子2・、予、／
この最初の3項は
．．（ギ）十㍑）上告9・一（÷÷剣
で舳刈（いブ・i一争号）；1肌・・
本文の式（14）の係数は
　λ纐；（m＋1）軌十一（m＋2）K　・
　　　m2－7　2　8　　24　　＝　　　　　　　　　　　十　　　　3mm＋1m＋2　3刑≒（m＋2）（m＋3）K。
一・（…）ド牛6、子玉、千2・、子3／
最初の3項は
（州一 i士号）・（舌・・）・（÷㌣）
であ／・刈（んル（手2ぎ）に近つ㍍
　　　　　　　　　　　　ApPendix（D）
（1）領域β一でρ積分値の上限の評価
。そ．れぞれの定義式から出る（牟域で通用す・亭）不等閑係
　　　Q一’く・1，γ一1＜1，．．㍗一’．く2，．lp．Qく．物＜9
などを使うと，一本文の式（10）の絶対悼の緩やかな上限は，
　　　π2・91〃＜β7’γL1π3＋・ρ2＋・，β、γπ十・、β；γ2・
　　　　　　　　　　　　　　　（59＝）
と見積もられる（数係数は。、～4，c2～35，c3一～74）。変数5主こ関する積分は
これを
　　　sinh（coshγ一1）＜cosh（coshγ」1）＝γ
倍するだけだから，
∫π2・中1・ゐ
　　　　＜β71刀3＋・、γπ1＋・。β、γ2・十・沸3
となる。領域Bでの上限値はこの右辺に（e坦一1）一工・exp（一β、γ）
を掛けて積分；
∫こ・π・∫1伽・∫こ伽∫二・1≡・1…
を実行して得られる∴ただしπ＝［ξ，・。］，ナ＝一［η，o。］の積集合の部分が
重複するが，ここではそれぞれの指数関数による減衰が二重にかさな・るため
に，この部分の寄与は無視できる。
　第二種不完全ガンマ関数r（刎，力）のク》1での漸近級数の式
　　　・（・・カ）≡∫二1中・幽
　　　　　　　　　　M　　　～ク㎜…一θ一P・〔1＋Σ｛（m－1）（㎜一2）…（吻rγ）／〆｝十0（ψ一”Ll）コ
　　　　　　　　　　r＝1
を使うと［］内の第．2項以下は無視できて（われわれの場合，㎜は整数＝
1，2，3である）
　　　F（m，ク）～グい
としてよいから，第1と第2の積分において，それぞれ
　　　∫こ・例（〆一1）一1か∫ニエ㎜θ1・・一ξ閉θ■ξ
　　　∫二1例・…（一肌1－11・■晩
である（晩・1とする）〃し・・の巾め・πllついての全域の積分∫：・π
において，被積分関数の中に定数項（”oの墳）があるために積分が発散す
る。定数項が出たのは絶対値の操作によ之ものであって，実際には杓Hの
π→oでの最低次数は土色そある。われわれはこの“定数項”の”（全域）積
分の値を適当な定数にしておく。以上から。ドわ4を適当な正の数係数とし
　　　　　　　　　　　　　　　（60）
て，上限値ε＝sl＋s2は
　　　S，r一七も。一β1［α］β7］β；01ξ3＋α。（β72＋β7’）ξ2
　　　　　　　　＋α3β、（2β二3＋2β二2＋βこ1）ξ
　　　　　　　　十α。β二（6β74＋虹ヨ十3βこ2＋βJ1）l
　　　S2＝2一ηβ畠［う1β∴1＋う2η十63β、η2＋う4β；η3］
オーダーの比較のためにβ艀一＝1とする（この設定1まηβ邊》1である限り本質
的でない）。ξη＝β／4を使って主要項だけを残し，数係数を省略すると
　　　Sl～ξ2η2・・Lξ
　　　S。～ξ2η5・・一η
である。．
（2）級数馬，易の領域λでの積分値の上限．の評価
　mが大きいところでは㎎～（1／3）m（2γ山1）γ加≡≡α・mγ蜆
だからρ三γ／η（≦1）とおいて
　　　Σ　（一1）蜆■1・W；（γ）・（2β、エ）蜆～α・一Σm｛一ρz／（2ξ）｝蜆
　　抑一三
πの積分範囲内で0≦π／（2ξ）≦1／2であることを考慮して主要項だけを
　　　　　　　M’　　　　　　oo残すと，易（＝Σ）と鳥（＝Σ）、の絶対値の上限は，ほぼ次のように見積も
　　　　　　椛＝M　　　　　　〃＝M
られる（M＝ξ／2，M’＝・3ξ／2；ξ》I）
　　　1島1＜1α1・2Mlρ”／（2ξ）／M≦1α1・2Ml・／（2ξ）／M
　　　1島1≦α・2M’’／”／（2ξ）1”’
π積分に寄与する位置はπ》1だから［〆一1コ■1をe一皿とおいてよく，求める
のが上限値だから範囲を［0，。。］としてよい。
・1∫：易・（〆一1）皿’・柵1
・1α1・・〃（・ξゾM・∫二∬M＋2・・→・伽
　　　＝1α1・2M（2ξ）■M・（M＋2）！
　　　＜！α1・ξ7／2・（工／2）ξ・・一ξ／2
これにγ積分を行う（同じ理由で範囲を［1，。。コ．としてよい）。
∬1α1・・叶舳γ
（61）
　　　＝θ一β百・ア（β壇）　　　；∫（β哩）＝（2／3）β72＋β二1
よって，上限は次の値になる・；
　　　・一屍・ア（β田）・ξ7／2・（1／2）ξ・・」ξ／2≡・δ
同様に易の上限値は，数係数を省略して
　　　・一β1プ（β邊）・ξ7／2・（3／4）3ξ／2・・丁3ξ／2享δ’
とな・る。一ちなみに両者の1比は
　　　δ’／δ士（4。／3価）一ξ一＝（2．09）．ξ《1
だから易を無視する誤差の方が大きい。
（3）級数月の積分値の下限との比較
　上限値の大きい方（δ）を月の積分値の下限と比較する。月の級数和は
初項と同オーダーだから，＝初項との比較で十分であ乱切項の下限は（数係
数を省略して）ほぼ一・～β二1γπであり，・一これのπ積分も一γ積分も，被積分関
数のピークの位置がそれぞれξ，ηに比べて小さいから，領域を。・まで広げ
ても大差はない。’σ（虜。）＝β∫2＋β71として＝
∫　　　　　　　一　固．　　　 一　一　　 　　」　　一　　　　　一　π（e工一I）⊥1・狗π～（2／5）π4～40
　o
∫：／・…（一舳／一・■島・・（乱）
だから，積分の下限値△はほぼ（岩は赤方偏位；本文の注（19）を参照）
　　　△＝40・β、e…β埋・9（β侶）
　　　　＝2・10■ギ［（1＋2）／103］’e1β直・g（β。）
となる。よって比δ／△は（∫二gとして）次の値であ一る；
　　　105・［（1＋z）／103］一’・Z（ξ）
ただしZば
　　　Z（ξ）≡ξ7／2（1／2）ξθ一ξ／2＝ξ7／2（3．3）■ξ
　．。Z（10）＝2・10－2，Z（24）＝2．4・1O」畠，Z（30）＝4・10－11
である。これを見ると時期1＋g＝103一二＾ヒ応じてξこ24～1Oでδ《△と
なる。つまり級数馬，易，馬の領域Aでの積分値を月のそれで代表させるこ
　　　　　　　　　　　　　　　（62）
とは，有限級数巧の項数M（＝ξ／2）をM手12～5とすれば十分に良い近
似になるこξが分かる。
　ただし，Mを小さくとったとき（ξ《η）上の（1）で概算した領域Bでの
積分の上限値S1，S2はS。《Sドξ2η2θI干＝（β、／4）呈ゼξであり，その
大きい方S1と△との比は（β。に関するたかだか整関数どう’しの比を無視し
て）；
　　　S］／△～1O’6・［（1＋・）／103］I3・・■ξ
とな孔これが1に比べて小さいための条件は，
　　　ξ＞島＝16＋6．9・1ogm（1＋z）
である。I＋2＝103～1に応じて島＝37～王8となる。従ってこの条件を満
たすためには，問題とする時期2に応じて級数の項数M（＞島／2）をM
芒20～10とすれば十分である。Mをもう少し増やすだけで近似度は格段に
向上する。なお，このとき比δ／△はそれぞれ7・1O－16～2・｝OI4だから，
級数馬，易の寄与を無視する近似も満たされている。級数の項数がこの程度
の少数項だけで済むのは数値計算上きわめて便利であ孔
　　　　　　　　　　　　ApPendix（E）
次の積分を計算する（これをムとおく）。ただしm＝0，1である。
∫丁…（一島1）・lm・・i・・［（・・1・刎）・……’11・・1
ヵは石に一（グ／∂β。）をほどこし，かっmをm＋1に変えればよいから，積分は
九だけで済む。積分変数をπ＝cosh…1γに変えて，
卜∫；…（一息・・・…）・・i・・1（・・1）π1・・i・・誠
一（1／・）∫二…（一息・・…π）
　　　　　　　　　×［cosh｛（n＋2）”｝一。osh（m”）コ・d”
だから，第二種modified　Besse1関数Kリ（2）の積分表示；
瓦（・）一∫二…（一1・…π）・・…舳
を使うと
（63）
　　ブ；＝（1／2）［K冊十2（β。）一K糀（β屯）］
　　　　＝（m＋1）β7工・K蜆十1（β。）
となる。よ一って
　　∫＝（一∂／∂β色）［（m＋2）βこ1・K蜆十2（β。）コ
　　　　・＝（m＋2）βノ［K加十1（β。）十（m＋3）βこ1・K、十2（β色）］
である。
（64）
